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Integrale di Riemann
Chiamiamo partizione di [a, b] ogni sottoinsieme finito σ di [a, b], con almeno
due elementi, due dei quali coincidono con gli estremi di [a, b] .
σ = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b}
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Integrale di Riemann
Chiamiamo partizione di [a, b] ogni sottoinsieme finito σ di [a, b], con almeno
due elementi, due dei quali coincidono con gli estremi di [a, b] .
σ = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b}
La famiglia di tutte le partizioni di [a, b] si indica con il simbolo Ω ([a, b]). Se
σ ∈ Ω ([a, b]) l’ampiezza di σ e` il numero reale positivo |σ|:
|σ| = max
1≤i≤n
(xi − xi−1)
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Osservazione
Se σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) sono tali che σ1 ⊂ σ2, allora |σ1| ≥ |σ2| . In tal caso si usa
dire che σ2 e` un raffinamento di σ1.
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Definizione
B ([a, b]) e` l’insieme delle funzioni f : [a, b]→ R limitate.
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Osservazione
Se σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) sono tali che σ1 ⊂ σ2, allora |σ1| ≥ |σ2| . In tal caso si usa
dire che σ2 e` un raffinamento di σ1.
Definizione
B ([a, b]) e` l’insieme delle funzioni f : [a, b]→ R limitate.
Dunque
−∞ < m := inf
y∈[a,b]
f(y) ≤ f(x) ≤ sup
y∈[a,b]
f(y) := M < +∞
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Definizione
Se f ∈ B ([a, b]) e se σ ∈ Ω ([a, b]) , σ = {x0, x1, . . . , xn} , la somma inferiore
di Darboux di f generata da σ, e` il numero reale:
s (f, σ) :=
n∑
i=1
mi (xi − xi−1)
in cui si pone per ogni 1 ≤ i ≤ n:
mi = inf
xi−1≤x≤xi
f(x)
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Figure 1: Somme inferiori di Darboux
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Definizione
La somma superiore di Darboux generata da σ e` il numero reale:
S (f, σ) :=
n∑
i=1
Mi (xi − xi−1)
ove:
Mi = sup
xi−1≤x≤xi
f(x)
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Figure 2: Somme superiori di Darboux
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Lemma delle partizioni
Siano σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) tali che σ1 ⊂ σ2, allora:
s (f, σ1) ≤ s (f, σ2) ; S (f, σ1) ≥ S (f, σ2) .
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Lemma delle partizioni
Siano σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) tali che σ1 ⊂ σ2, allora:
s (f, σ1) ≤ s (f, σ2) ; S (f, σ1) ≥ S (f, σ2) .
Corollario Per ogni σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) vale:
s (f, σ1) ≤ S (f, σ2)
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Verso la definizione di integrale
Da quanto precede abbiamo che se si considera la partizione banale σ0 = {a, b} ,
per ogni σ ∈ Ω ([a, b]) si ha che σ0 ⊂ σ, quindi:
m (b− a) ≤ s (f, σ) ≤ S(f, σ) ≤M (b− a)
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Verso la definizione di integrale
Da quanto precede abbiamo che se si considera la partizione banale σ0 = {a, b} ,
per ogni σ ∈ Ω ([a, b]) si ha che σ0 ⊂ σ, quindi:
m (b− a) ≤ s (f, σ) ≤ S(f, σ) ≤M (b− a)
Pertanto (assioma di completezza) esistono
sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) e inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ)
detti integrale inferiore e integrale superiore di f ∈ B ([a, b]) .
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sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) :=
∫ b
a
f(x)dx
inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ) :=
∫ b
a
f(x)dx
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sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) :=
∫ b
a
f(x)dx
inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ) :=
∫ b
a
f(x)dx
Vale la relazione ∫ b
a
f(x)dx ≤
∫ b
a
f(x)dx
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Definizione di integrale di Riemann
f ∈ B ([a, b]) si dice integrabile secondo Riemann se:∫ b
a
f(x)dx =
∫ b
a
f(x)dx.
Il valore comune dell’integrale superiore e dell’integrale inferiore si denota con
il simbolo: ∫ b
a
f(x)dx
Chiameremo tale valore integrale di f su [a, b] . Il sottoinsieme delle funzioni
f ∈ B ([a, b]) che risultano integrabili secondo Riemann in [a, b] si denota con
il simbolo R ([a, b]) .
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Figure 3: Integrale
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Teorema di Riemann
Condizione necessaria e suffciente affinche´ f ∈ R ([a, b]) e` che per ogni ε > 0
esista σ ∈ Ω ([a, b]) tale che:
S (f, σ)− s (f, σ) < ε. (R)
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Dimostrazione
Supponiamo f integrabile.
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Teorema di Riemann
Condizione necessaria e suffciente affinche´ f ∈ R ([a, b]) e` che per ogni ε > 0
esista σ ∈ Ω ([a, b]) tale che:
S (f, σ)− s (f, σ) < ε. (R)
Dimostrazione
Supponiamo f integrabile.
Fissato ε > 0 esistono due partizioni σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) tali che:∫ b
a
f(x)dx− s (f, σ1) <
ε
2
, S (f, σ2)−
∫ b
a
f(x)dx <
ε
2
.
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Posto σ := σ1 ∪ σ2 per il lemma delle partizioni
S (f, σ) ≤ S (f, σ2) <
∫ b
a
f(x)dx+
ε
2
< s (f, σ1) + ε ≤ s (f, σ) + ε.
da cui la prima implicazione
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Posto σ := σ1 ∪ σ2 per il lemma delle partizioni
S (f, σ) ≤ S (f, σ2) <
∫ b
a
f(x)dx+
ε
2
< s (f, σ1) + ε ≤ s (f, σ) + ε.
da cui la prima implicazione
Viceversa ammettiamo che (R) sia soddisfatta e facciamo vedere che
f ∈ R ([a, b]) .
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Posto σ := σ1 ∪ σ2 per il lemma delle partizioni
S (f, σ) ≤ S (f, σ2) <
∫ b
a
f(x)dx+
ε
2
< s (f, σ1) + ε ≤ s (f, σ) + ε.
da cui la prima implicazione
Viceversa ammettiamo che (R) sia soddisfatta e facciamo vedere che
f ∈ R ([a, b]) .
Se σ ∈ Ω ([a, b]), allora:
s (f, σ) ≤
∫ b
a
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Posto σ := σ1 ∪ σ2 per il lemma delle partizioni
S (f, σ) ≤ S (f, σ2) <
∫ b
a
f(x)dx+
ε
2
< s (f, σ1) + ε ≤ s (f, σ) + ε.
da cui la prima implicazione
Viceversa ammettiamo che (R) sia soddisfatta e facciamo vedere che
f ∈ R ([a, b]) .
Se σ ∈ Ω ([a, b]), allora:
s (f, σ) ≤
∫ b
a
f(x)dx ≤
∫ b
a
f(x)dx ≤ S (f, σ) .
Da (R) viene che
0 ≤
∫ b
a
f(x)dx−
∫ b
a
f(x)dx ≤ S (f, σ)− s (f, σ) < ε.
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Per l’arbitrarieta` di ε, allora:∫ b
a
f(x)dx =
∫ b
a
f(x)dx,
quindi f ∈ R ([a, b]).
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Figure 4: Teorema di Riemann
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Esempio
Calcoliamo le somme inferiori e superiori di Darboux generate dalla partizione
σn che suddivide l’intervallo [0, 1] in n sottointervalli di eguale lunghezza della
funzione
f(x) = x2, x ∈ [0, 1]
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Si ha:
σn =
{
xi =
i
n
: i = 0, 1, . . . , n
}
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Esempio
Calcoliamo le somme inferiori e superiori di Darboux generate dalla partizione
σn che suddivide l’intervallo [0, 1] in n sottointervalli di eguale lunghezza della
funzione
f(x) = x2, x ∈ [0, 1]
Si ha:
σn =
{
xi =
i
n
: i = 0, 1, . . . , n
}
mi = inf
xi−1≤x≤xi
f(x) = f(xi−1) =
(i− 1)2
n2
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Esempio
Calcoliamo le somme inferiori e superiori di Darboux generate dalla partizione
σn che suddivide l’intervallo [0, 1] in n sottointervalli di eguale lunghezza della
funzione
f(x) = x2, x ∈ [0, 1]
Si ha:
σn =
{
xi =
i
n
: i = 0, 1, . . . , n
}
mi = inf
xi−1≤x≤xi
f(x) = f(xi−1) =
(i− 1)2
n2
Mi = sup
xi−1≤x≤xi
f(x) = f(xi) =
i2
n2
.
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Ricordato che
n∑
i=1
i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)
6
abbiamo
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Ricordato che
n∑
i=1
i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)
6
abbiamo
s (f, σn) =
(n− 1)(2n− 1)
6n2
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Dimostriamo che la funzione f(x) = x2, x ∈ [0, 1] e` integrabile secondo Rie-
mann e calcoliamo il suo integrale.
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Usiamo la equipartizione σn e il calcolo di S (f, σn) e s (f, σn) appena fatti.
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Dimostriamo che la funzione f(x) = x2, x ∈ [0, 1] e` integrabile secondo Rie-
mann e calcoliamo il suo integrale. Dobbiamo far vedere che, fissato ε > 0,
esiste una partizione σ ∈ Ω ([a, b]) tale che:
S (f, σ)− s (f, σ) < ε.
Usiamo la equipartizione σn e il calcolo di S (f, σn) e s (f, σn) appena fatti.
Si ha:
S (f, σn)− s (f, σn) =
(n+ 1)(2n+ 1)
6n2
− (n− 1)(2n− 1)
6n2
=
1
n
.
Abbiamo cos`ı l’integrabilita` di f(x) in quanto:
lim
n→∞S (f, σn)− s (f, σn) = limn→∞
1
n
= 0.
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L’integrale
∫ 1
0
x2dx si ottiene calcolando, indifferentemente, uno dei due limiti
lim
n→∞ s (f, σn) o limn→∞S (f, σn) :
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L’integrale
∫ 1
0
x2dx si ottiene calcolando, indifferentemente, uno dei due limiti
lim
n→∞ s (f, σn) o limn→∞S (f, σn) :∫ 1
0
x2dx = lim
n→∞S (f, σn) = limn→∞
(n+ 1)(2n+ 1)
6n2
=
1
3
.
